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ПРО ЛОКАЛЬНО КОМПАКТНI ГРУПИ З НУЛЕМ
Катерина Максимик
Анотацiя. В роботi дослiджуються алгебраїчнi умови на групу G, при виконаннi яких локально
компактна трансляцiйно неперервна топологiя на дискретнiй групi G з приєднаним нулем є або
компактною, або дискретною. Введено електорально гнучкi та електорально стiйкi групи та ви-
вчаються їх властивостi. Зокрема, доведено, що кожна група, яка мiстить нескiнченну циклiчну
пiдгрупу нескiнченного iндексу та кожна незлiченна комутативна група є електорально гнучкими,
а також, що кожна злiченна локально скiнченна група є електорально стiйкою. Основним результа-
том роботи є таке твердження: якщо G — дискретна електорально гнучка нескiнченна група, то ко-
жна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя на G0 є або дискретною,
або компактною. На довiльнiй нескiнченнiй вiртуально циклiчнiй групi (а отже, на електорально
стiйкiй групi) з приєднаним нулем G0 побудовано недискретну некомпактну локально компактну
трансляцiйно неперервну топологiю, яка iндукує на G дискретну топологiю.
Kateryna Maksymyk, On locally compact groups with zero.
We study algebraic properties on a group G such that if the discrete group G has these properties then
every locally compact shift continuous topology on G with adjoined zero is either compact, or discrete.
We introduce electorally flexible and electorally stable groups and establish their properties. In particular,
we prove that every group with an infinite cyclic subgroup of an infinite index and every uncountable
commutative group are electorally flexible, and show that every countable locally finite group is electorally
stable. The main result of the paper is the following: if G is a discrete electorally flexible group then
every Hausdorff locally compact shift-continuous topology on G with adjoined zero is either compact,
or discrete. Also, we construct a non-discrete non-compact Hausdorff locally compact shift-continuous
topology on any discrete virtually cyclic group (and hence on a electorally stable group) G with adjoined
zero.
У данiй працi ми користуватимемося термiнологiєю з [3, 10, 24]. Усi простори вважаються гаус-
дорфовими, якщо не зазначено iнше.
Надалi для групи G через G0 позначається група G з приєднаним нулем [10]. У комутативнiй
групi G добуток двох елементiв a i b позначатимемо через a + b, а обернений елемент до a ∈ G
позначатимемо через −a.
Напiвгрупа S називається iнверсною, якщо для довiльного елемента x ∈ S iснує єдиний елемент
y ∈ S такий, що xyx = x i yxy = y. У цьому випадку кажуть, що y є iнверсним елементом до x в
S, а вiдображення з S у S, що ставить кожному елементу його iнверсний, називається iнверсiєю
[10]. Очевидно, що група з приєднаним нулем є iнверсною напiвгрупою.
Напiвгрупа S iз заданою на нiй топологiєю τ називається (напiв)топологiчною, якщо напiв-
групова операцiя в (S, τ) є (нарiзно) неперервною, i в цьому випадку кажуть, що τ є напiвгру-
повою (трансляцiйно неперервною) топологiєю на S [9]. Iнверсна топологiчна напiвгрупа (S, τ) з
неперервною iнверсiєю називається топологiчною iнверсною напiвгрупою, а топологiя τ в цьому
випадку називається iнверсною напiвгруповою топологiєю на S.
Вiдомо, якщо S — напiвтопологiчна напiвгрупа з нулем 0 така, що S\{0}— компактний простiр,
чиG0 — група з приєднаним нулем, що є топологiчною iнверсною напiвгрупою, то нуль 0 є iзольова-
ною точкою. В загальному випадку навiть для локально компактних груп з приєднаним нулем, якi
є топологiчними напiвгрупами, це не так [9, 18]. Однак нуль в компактнiй топологiчнiй 0-простiй
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напiвгрупi є iзольованою точкою [21]. Проте цi результати на можна поширити на локально ком-
пактнi цiлком 0-простi топологiчнi напiвгрупи [20] i на компактнi цiлком 0-простi напiвтопологiчнi
злiченнi напiвгрупи [15]. Карл Гофманн у працi [17] описав структуру локально компактної топо-
логiчної групи з приєднаним нулем у випадку локально компактних топологiчних напiвгруп. При-
єднання нуля до близьких до компактних (напiв)топологiчних груп та топологiя в нулi для деяких
класiв локально компактних напiвгруп вивчалось в працях [2, 5, 6, 13, 14, 16, 19, 20, 23, 25, 26].
У данiй працi дослiжуються алгебраїчнi умови на групи, при виконаннi яких локально компа-
ктна трансляцiйно неперервна топологiя на дискретнiй групi з приєднаним нулем є або дискре-
тною, або компактною.
Дослiдження цiєї працi мотивованi проблемою 7 з [7]: “яка хороша структура замикання групи
в напiвтопологiчнiй напiвгрупi? ” та наступним простим твердженням.
Твердження 1. Якщо T1-напiвтопологiчна напiвгрупа S мiстить власну щiльну дискретну
пiдгрупу G, то I = S \G — двобiчний iдеал в S.
Доведення. За лемою 3 з [1], G — вiдкритий пiдпростiр в S.
Зафiксуємо довiльний елемент y ∈ I. Якщо xy = z /∈ I для деякого x ∈ G, то iснує вiдкритий окiл
U(y) точки y у просторi S такий, що {x}·U(y) = {z} ⊂ G. Окiл U(y) мiстить нескiнченну кiлькiсть
елементiв групи G, а це суперечить тому, що в групi зсуви є бiєктивними вiдображеннями. З
отриманого протирiччя випливає, що xy ∈ I для всiх x ∈ G й y ∈ I. Доведення того, що yx ∈ I
для всiх x ∈ G i y ∈ I а аналогiчним.
Припустимо протилежне: нехай xy = w /∈ I для деяких x, y ∈ I. Тодi w ∈ G i з нарiзної
неперервностi напiвгрупової операцiї в S випливає, що iснують вiдкритi околи U(x) i U(y) точок
x i y в S, вiдповiдно, такi, що {x} · U(y) = {w} i U(x) · {y} = {w}. Оскiльки обидва околи U(x)
i U(y) мiстять нескiнченну кiлькiсть елементiв групи G, то кожна з рiвностей {x} · U(y) = {w} i
U(x) · {y} = {w} суперечить тому, що в групi зсуви є бiєктивними вiдображеннями. З отриманого
протирiччя випливає, що xy ∈ I. 
Будемо говорити, що нескiнченна група G є:1
• електорально гнучкою, якщо для довiльного розбиття G = A⊔B групи G на двi нескiнченнi
множини, iснують нескiнченна множина I ⊆ A та елемент x ∈ G такi, що I · x ⊆ B;
• електорально стiйкою, якщо G не є електорально гнучкою.
Пiдмножина A групи G називається трансляцiйно майже стiйкою, якщо для довiльного x ∈
G симетрична рiзниця A∆(A · x) є скiнченною. Очевидно, що кожна скiнченна пiдмножина в
довiльнiй групi, а також коскiнченнi пiдмножини в нескiнченних групах є трансляцiйно майже
стiйкими. Також, в адитивнiй групi цiлих чисел множина натуральних чисел є трансляцiйно майже
стiйкою. Виникає природне питання: у яких нескiнченних групах їх трансляцiйно майже стiйкi
пiдмножини вичерпуються скiнченними та коскiнченними пiдмножинами? Це питання також
мотивоване наступною дихотомiєю локально компактних напiвтопологiчних груп з приєднаним
нулем:
Лема 2. Нехай G — дискретна група така, що кожна нескiнченна трансляцiйно майже стiйка
пiдмножина в G є коскiнченною. Тодi кожна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально
компактна топологiя на G0 є або дискретною, або компактною.
Доведення. Очевидно, що дискретна топологiя на G0 є трансляцiйно неперервною та локально
компактною.
Нехай τ — недискретна гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя
на G0 i U0 — нескiнченний вiдкритий компактний окiл нуля 0 в просторi (G
0, τ). Оскiльки кожен
лiвий чи правий зсув у (G0, τ) на елемент групи G є гомеоморфiзмом, то симетрична рiзниця
1Електорально гнучкi та електорально стiйкi групи введенi проф. Т. О. Банахом, i були анонсованi на семiнарi
“Топологiя та її застосування” у Львiвському унiверситетi в 2019 роцi.
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U0∆(U0 · x) є скiнченною для довiльного x ∈ G. З припущення теореми випливає, що U0 \ {0} —
коскiнченна пiдмножина в G. 
Твердження 3. Нескiнченна група G є електорально гнучкою тодi i лише тодi, коли кожна
нескiнченна трансляцiйно майже стiйка пiдмножина в G є коскiнченною.
Доведення. Припустимо, що iснує електорально гнучка нескiнченна група G, що мiстить нескiн-
ченну трансляцiйно майже стiйку пiдмножину A в G з нескiнченним доповненням B = G \ A.
Тодi iснують нескiнченна множина I ⊆ A й елемент x ∈ G такi, що I · x ⊆ B, а це суперечить
трансляцiйнiй майже стiйкостi пiдмножини A в G.
Припустимо, що в групi G кожна нескiнченна трансляцiйно майже стiйка пiдмножина є коскiн-
ченною, але група G не є електорально гнучкою. Тодi iснує розбиття G = A ⊔ B групи G на двi
нескiнченнi множини таке, що для довiльних нескiнченної множини I ⊆ A та елемента x ∈ G такi,
що множина I · x ∩ B скiнченна. Отже, A · x ∩ B = A · x ∩ (G \ A) — скiнченна множина, а це
суперечить нашому припущенню. 
З леми 2 i твердження 3 випливає
Теорема 4. Нехай G — дискретна електорально гнучка нескiнченна група. Тодi кожна гаус-
дорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя на G0 є або дискретною, або
компактною.
Наслiдок 5. Нехай G — дискретна електорально гнучка нескiнченна група. Тодi кожна гаус-
дорфова напiвгрупова локально компактна топологiя на G0 є дискретною.
Твердження 6. Нехай G — електорально гнучка нескiнченна злiченна група. Тодi кожна гаус-
дорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя на G0 є або дискретною, або
компактною.
Доведення. Нехай τ — гаусдорфова трансляцiйно неперервна локально компактна топологiя на
G0. Оскiльки нуль напiвгрупи G0 є замкненою пiдмножиною в (G0, τ), то за наслiдком 3.3.10 з
[11], G — локально компактний простiр. Оскiльки група G — злiченна, то за теоремою Бера про
категорiї (див. теорема 3.9.3 з [11]) простiр G мiстить iзольовану в G, а отже i в (G0, τ), точку. З
того, що всi зсуви в (G0, τ) на елементи групи G є гомеоморфiзмами випливає, що всi точки в G
є iзольованими. Далi скористаємося теоремою 4. 
Наслiдок 7. Нехай G — електорально гнучка нескiнченна злiченна група. Тодi кожна гаусдор-
фова напiвгрупова локально компактна топологiя на G0 є дискретною.
Наступнi два твердження дають достатнi умови, при виконаннi яких група є електорально
гнучкою.
Нагадаємо [3], що iндексом пiдгрупи H у групi G називається потужнiсть множини класiв су-
мiжностi в кожному (правому або лiвому) iз розкладiв групи G за цiєю пiдгрупою H .
Твердження 8. Якщо група G мiстить нескiнченну циклiчну пiдгрупу Z ⊂ G нескiнченного
iндексу, то G є електорально гнучкою.
Доведення. Нехай z — породжуючий елемент групи Z. Розглянемо розбиття G = A ⊔ B групи G
на двi нескiнченнi множини. Розглянемо множини
J+ = {a ∈ A : a · z ∈ B} i J− =
{
a ∈ A : a · z−1 ∈ B
}
.
Якщо одна з цих множин є нескiнченною, то доведення завершено. Тому, ми припустимо що
множина J = J+ ∪ J− є скiнченною.
Якщо множини A\(J ·Z) i B\(J ·Z) є непорожнiми, то ми можемо зафiксувати точки a ∈ A\(J ·Z)
i b ∈ B \ (J · Z), i зауважимо, що для нескiнченної множини I = a · Z ⊆ A i точки x = ba−1 маємо
x · I = b · a−1 · a · Z = b · Z ⊆ B.
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Отже, ми можемо припускати, що одна з множин A \ (J ·Z) або B \ (J ·Z) є порожньою. Якщо
множина A \ (J ·Z) є порожньою, то A ⊆ J ·Z i за принципом Дiрiхле (див. [8, пiдроздiл 3.1]) для
деякого елемента a ∈ A множина I = A ∩ (a · Z) є нескiнченною. Тодi для довiльного елемента
b ∈ G \ (J · Z) ⊆ B маємо, що b · a−1 · I ⊆ b · Z ⊆ B.
Якщо множина B \ (J · Z) є порожньою, то B ⊆ J · Z i для деякого елемента b ∈ B множина
B ∩ (b · Z) є нескiнченною. Тодi для довiльного елемента a ∈ G \ (J · Z) ⊆ A маємо, що множина
I = a · b−1 · (B ∩ (b · Z)) ⊆ a · A ⊆ A
є нескiнченною та b · a−1 · I ⊆ B. 
Нагадаємо [22], що група G називається локально скiнченною, якщо кожна її скiнченна пiдмно-
жина мiститься в скiнченнiй пiдгрупi в G.
Твердження 9. Кожна незлiченна комутативна група G є електорально гнучкою.
Доведення. Якщо група G не є локально скiнченною, то G мiстить нескiнченну циклiчну пiдгрупу
незлiченного iндексу, i тодi за твердженням 8 група G є електорально гнучкою. Отже, ми при-
пускатимемо, шо група G є локально скiнченною. Нехай G = A ⊔ B — розбиття групи G на двi
нескiнченнi множини. Якщо множина A є злiченною, то виберемо довiльний елемент x ∈ G\A−A
i стверджуємо, що (x+A) ∩A = ∅, а отже x+A ⊆ B. Якщо множина B є злiченною, то можемо
вибрати елемент x ∈ G такий, що I = (x+B) ⊆ A, а отже −x+ I ⊆ B.
Далi ми припускатимемо, що обидвi множини A i B є незлiченними. Зафiксуємо довiльну не-
скiнченну злiченну пiдгрупу Z ⊂ G. Якщо для деякого елемента z ∈ Z множина (A + z) ∩ B
є нескiнченною, то доведення завершене. Отже, ми припускатимемо, що для кожного елемента
z ∈ Z множина Fz = (A+ z) ∩B є скiнченною. Тодi множина
S = (A+ Z) ∩ (B + Z) =
⋃
z,z′∈Z
(A + z) ∩ (B + z′)
є непорожньою i щонайбiльше злiченною. Позаяк множини A i B є незлiченними, то iснують
елементи a ∈ A\S i b ∈ B \S. Тодi для нескiнченної множини I = a+Z ⊆ A та елемента x = b−a
отримуємо, що x+ I = b+ Z ⊆ B, звiдки випливає, що група G є електорально гнучкою. 
Твердження 10. Кожна злiченна локально скiнченна група G є електорально стiйкою.
Доведення. Зобразимо групу G як об’єднання
⋃
n∈ω Gn строго зростаючої послiдовностi скiнченних
груп. Для довiльного n ∈ ω зафiксуємо пiдмножину An ⊆ Gn+1\Gn, яка має одноточковий перетин
An ∩ (x ·Gn) з кожним сумiжним класом x ·Gn та елементом x ∈ Gn+1 \Gn.
Приймемо
A = G0 ∪
⋃
n∈ω
(A2n ·G2n) i B =
⋃
n∈ω
(A2n+1 ·G2n+1).
Тодi для довiльного елемента x ∈ G множина (A · x) ∩B є скiнченною. 
Нагадаємо [12, 27], що група G називається вiртуально циклiчною, якщо G мiстить циклiчну
пiдгрупу скiнченного iндексу.
З твердження 10 випливають такi два наслiдки.
Наслiдок 11. Нетривiальна комутативна група без кручень G є електорально стiйкою тодi i
лише тодi, коли G iзоморфна адитивнiй групi цiлих чисел Z.
Наслiдок 12. Комутативна група G є електорально стiйкою тодi i лише тодi, коли G є або
злiченною та локально скiнченною, або є вiртуально циклiчною.
Нагадаємо [12, 27], що група G має бiльше нiж один кiнець, якщо iснує нескiнченна пiдмножина
S ⊂ G з нескiнченним у G доповненням така, що симетрична рiзниця S∆(S · x) є скiнченною для
довiльного x ∈ G. Будемо також говорити, що група G має один кiнець, якщо iснує така єдина
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нескiнченна пiдмножина S ⊂ G iз скiнченним доповненням, яка задовольняє вищезгаданi умови.
Очевидно, що нескiнченнi електорально гнучкi групи — це в точностi групи з одним кiнцем.
У класичнiй комбiнаторнiй теорiї груп добре вiдома наступна теорема, яка описує нескiнченнi
групи з двома кiнцями:
Теорема 13 ([12, 27]). Для групи G наступнi умови є еквiвалентними:
(i) G — група з двома кiнцями;
(ii) G — нескiнченна вiртуально циклiчна група.
Зауваження 14. 1. З теореми 13 випливає, що адитивна група цiлих чисел Z, а також її
прямий добуток з довiльною скiнченною групою, має два кiнцi. Також, на адитивнiй групi
цiлих чисел з приєднаним нулем Z0 iснує рiвно чотири гаусдорфовi локально компактнi
трансляцiйно неперервнi топологiї (див. твердження 4.5 з [14]), причому три з них є напiв-
груповими.
2. З твердження 9 випливає, що наступнi групи є електорально гнучкими:
(a) n-а пряма степiнь адитивної групи цiлих чисел Zn для n > 2;
(b) n-а пряма степiнь адитивної групи рацiональних чисел Qn для n > 1;
(c) n-а пряма степiнь адитивної групи дiйсних чисел Rn для n > 1;
(d) n-а пряма степiнь мультиплiкативної групи дiйсних чисел (C∗)n для n > 1 та її пiдгрупа
n-вимiрний тор Tn, як n-а пряма степiнь одиничного кола S1 = {z ∈ C : |z| = 1}.
3. З твердження 8 випливає, що вiльна (абелева) група FX над множиною X потужностi > 2
є електорально гнучкою.
З наступного прикладу випливає, що на нескiнченнiй вiртуально циклiчнiй групi з приєднаним
нулем G0 iснують недискретнi некомпактнi локально компактнi трансляцiйно неперервнi топологiї,
якi iндукують на G дискретну топологiю.
Приклад 15. Нехай G — нескiнченна вiртуально циклiчна група та K1 i K2 — кiнцi в групi G.
Для i = 1, 2 означимо на G0 топологiю τi наступним чином:
(1) усi елементи групи G є iзольованими точками в (G0, τi);
(2) сiм’я Bi(0) = {g1Kig2 ∪ {0} : g1, g2 ∈ G} є базою топологiї τi в нулi напiвгрупи G
0.
Оскiльки Ki — кiнець в G, то τi — трансляцiйно неперервна гаусдорфова локально компактна
топологiя на напiвгрупi G0, яка не є нi дискретною, анi компактною.
Зауважимо, що топологiї τ1 i τ2 у випадку адитивної групи цiлих чисел Z є напiвгруповими [14].
Подяка
Автор висловлює подяку проф. Т. О. Банаху та науковому керiвнику О. В. Гутiку за кориснi
поради, коментарi та зауваження.
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